
《线性代数》
14-线性变换 (Linear Transform)

杨启哲

上海师范大学信机学院计算机系

2024年 5月 16日



复习-对称矩阵

我们称一个方阵是对称 (Symmetric)的，如果其满足：

A = AT

定理 1.
所有实对称矩阵的特征向量是实数，并且每个特征值都有一个对应的实特征向量。

定理 2.
对于一个实对称矩阵 S，如果 λ1 和 λ2 是 S的两个不同的特征值，x1 和 x2 是 λ1 和 λ2 对
应的特征向量，则 x1 和 x2 是正交的。
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复习-对称矩阵可以对角化-谱分解

定理 3.
令 S是一个 n× n的实对称矩阵，则 S可以对角化。更精确的说，存在一个正交矩阵 Q

和对角矩阵 Λ使得：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 都是 S的特征值。显然这是一个当且仅当的关系，因为另一个方向是显
然成立的。

从而，给定一个实对称矩阵 S，我们有其谱分解：

S = QΛQT = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n
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复习-正定性

定义 4.
给定一个 n× n的实矩阵A，如果对任意向量 x ∈ Rn \ {0}：

1. xTAx > 0，则称 A是正定的。

2. xTAx ⩾ 0，则称 A是半正定的。

3. xTAx < 0，则称 A是负定的。

4. xTAx ⩽ 0，则称 A是半负定的。

5. 若不满足以上任何一种条件，则称矩阵 A是不定的。

正定矩阵的性质
令 S是一个对称矩阵，S是正定的等价于

1. S的特征值都大于 0.

2. S的顺序主子式都大于 0。

3. 存在一个矩阵 A，使得 S = ATA.
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复习-二次型

一般地，对于 x1, · · · , xn 的一个二次齐次函数：

f(x1, · · · , xn) = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i ̸=j⩽n

sijxixj

我们总可以将其转换成如下的矩阵形式：

f(x1, · · · , xn) = xTSx, 其中：x =


x1
...
xn

 , S =


s11 s12 · · · s1n

s12 s22 · · · s2n
...

...
. . .

...
s1n s2n · · · snn


特别的，将只含平方项的二次型称为标准二次型，特别的，如果其系数进一步化简为
1, 1, · · · , 1,−1, · · · ,−1，我们称其为规范二次型。

转换方法
1. 利用对称矩阵的谱分解。

2. 配方法。
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主要内容

特征空间、代数重数以及几何重数

线性变换

线性变换的矩阵形式

线性变换的像和核

对偶性 (Duality)
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特征空间、代数重数以及几何重数



特征空间

给定一个 n× n的矩阵 A和其一个特征值 λ ∈ C，若 x1, x2 是其特征向量，则我们有：

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2)

A(cx1) = cAx1 = cλx1 = λ(cx1)

即其特征向量组成的空间是一个向量空间，我们称为特征空间。

定义 5 [特征空间 (Eigenspace)].
给定一个 n× n的矩阵 A和其一个特征值 λ ∈ C，定义：

Vλ = {x ∈ Cn | Ax = λx}

为 A的特征值 λ对应的特征空间。

引理 6.
Vλ 是 Cn 的一个子空间，并且 dim(Vλ) ⩾ 1。
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特征空间-例子

考察旋转矩阵：

A =

[
0 −1

1 0

]
我们有：

det(A− λI) = λ2 + 1 =⇒ λ = ±i

从而我们有：

λ = i =⇒ Vi = {x ∈ Cn | Ax = ix} = span

{[
1

i

]}

λ = −i =⇒ V−i = {x ∈ Cn | Ax = −ix} = span

{[
1

−i

]}
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几何重数

我们将 Vλ 的维数称为 λ的几何重数 (Geometric Multiplicity)。

定义 7 [几何重数 (Geometric Multiplicity)].
给定一个 n × n的矩阵 A和其一个特征值 λ ∈ C，λ的几何重数是其特征空间 Vλ 的维
数，即：

dim(Vλ) = dim ({x ∈ Cn | Ax = λx})

= dim ({x ∈ Cn | (A− λI)x = 0})

= dim (null(A− λI)) = n− rank(A− λI)

例 8.
在上述的旋转矩阵 A中，我们有 dim(Vi) = dim(V−i) = 1，即 i和 −i的几何重数为 1。
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代数重数

考虑 A的特征多项式：

fA(λ) = det(A− λI) =

n∏
i=1

(λ− λi) =

k∏
i=1

(λ− λi)
mi(m1 +m2 + · · ·+mk = n)

我们将mi 称为 λi 的代数重数 (Algebraic Multiplicity)。

定义 9 [代数重数 (Algebraic Multiplicity)].
给定一个 n×n的矩阵A和其一个特征值 λ ∈ C，λ的代数重数是其特征多项式中 (λ−λi)

的幂次mi，即：
mi = max{m | (λ− λi)

m是fA(λ)的因子}

例 10.
在上述的旋转矩阵 A中，我们有 fA(λ) = (λ+ i)(λ− i)，即 i和 −i的代数重数为 1。
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更多的例子

考察如下矩阵：

A =


−1 1 0

−4 3 0

1 0 2


其特征多项式为：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 0

−4 3− λ 0

1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1− λ)

∣∣∣∣∣3− λ 0

0 2− λ

∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣−4 0

1 2− λ

∣∣∣∣∣
= (−1− λ)(3− λ)(2− λ) + 4(2− λ)

= (1− λ)2(2− λ)

从而其特征值为 λ = 1, 2，代数重数分别为 2, 1。
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λ = 2对应的特征空间

考察 A− 2I:

A− 2I =


−3 1 0

−4 1 0

1 0 0


不难验证 rank(A− 2I) = 2，从而 dim(V2) = n− rank(A− 2I) = 1，即 2的几何重数为 1，
更精确的说：

V2 = {x ∈ Cn | Ax = 2x} =

c


0

0

1


∣∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

 = span



0

0

1



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λ = 1对应的特征空间

考察 A− I:

A− I =


−2 1 0

−4 2 0

1 0 1


不难验证 rank(A− I) = 2，从而 dim(V1) = n− rank(A− I) = 1，即 1的几何重数为 1，更
精确的说：

V1 = {x ∈ Cn | Ax = x} =

c


1

2

−1


∣∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

 = span




1

2

−1




注意到1的代数重数为 2，即代数重数和几何重数并不相等。
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几何重数与代数重数的关系

定理 11.
特征值的代数重数大于等于其几何重数。

引理 12.
令 A和 B是相似矩阵，即存在可逆矩阵 P使得 B = P−1AP，则我们有：

det(A− λI) = det(B− λI)

即两个相似矩阵不仅有相同的特征值，而且其代数重数也相等。
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引理12的证明

由于 B = P−1AP，我们有：

det(B− λI) = det(A− λI)

= det(P−1AP − P−1(λI)P)

= det(P−1(A− λI)P)

= det(P−1) det(A− λI) det(P)

= det(A− λI)

det(P) det(P−1) = 1

注意到，若 P是可逆的，则我们有：

1 = det(I) = det(PP−1) = det(P) det(P−1) =⇒ det(P−1) =
1

det(P)
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定理11的证明 (I)

定理的直观思路
如果 dim(Vλ) = i，意味着可以从中找出 i个线性无关的特征向量 x1, · · · , xi，使得：

A
[
x1 · · · xi

]
=
[
λx1 · · · λxi

]
=
[
x1 · · · xi

]
λ

. . .

λ


从而我们可以将 A转化成如下的形式：

A = P

[
λIi B

O C

]
P−1

由上述引理可知 λ的代数重数一定大于等于 i。
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定理11的证明 (II)

现在令 A是一个 n× n的矩阵，λ0 是其一个特征值，考虑其特征空间：

Vλ0
= {x ∈ Cn | Ax = λ0x}

令其的一组基为 v1, · · · , vm，则m就是 λ0 的几何重数。特别的，我们有：

A
[
v1 · · · vm

]
=
[
λ0v1 · · · λ0vm

]

=
[
v1 · · · vm

]
λ0

. . .

λ0



这里


λ0

. . .

λ0

 = λ0Im 是一个m×m的矩阵。
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定理11的证明 (III)

我们将 v1, · · · , vm 扩展成 Cn 的一组基，即：

v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn

从而我们有：

A
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

]
=
[
λ0v1 · · · λ0vm Avm+1 · · · Avn

]
=
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

] [λ0Im B

O C

]

这里 B是一个m× (n−m)的矩阵，C是一个 (n−m)× (n−m)的矩阵。
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定理11的证明 (IV)

令 P =
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

]
，则 P是可逆矩阵，从而我们有：

A = P

[
λ0Im B

O C

]
P−1

从而我们有

det(A− λI) = det(

[
λ0Im B

O C

]
− λI) =

∣∣∣∣∣(λ0 − λ)Im B

O C− λIn−m

∣∣∣∣∣
不难验证：

det(A− λI) = (λ0 − λ)mg(λ)

这里 g(λ)是一个 n−m次的多项式，从而 λ0 的代数重数至少为m，即：

λ0 的代数重数 ⩾ λ0 的几何重数。
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矩阵可对角化的条件

回顾矩阵可对角化的条件：

定理 13.
n× n的矩阵可对角化当且仅当 A有n个线性无关的特征向量。

从而我们可以得到：

定理 14.
n× n的矩阵可对角化当且仅当其每个特征值的代数重数等于几何重数。

因此对于实对称矩阵来说：

推论 15.
令 S是一实对称矩阵，并且 λ是其一个特征值，则 λ的几何重数等于其代数重数。
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阶段总结

• 特征空间。

• 代数重数与几何重数。

• 代数重数和几何重数之间的关系，及与对角化的联系。
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线性变换



”线性”的回顾

考虑函数：
y = 3x

这是一个线性函数 f : R −→ R.

• 几何上来讲，其定义了 R2 上或者说是一个二维平面上的一条线。

• 代数上来讲，对任意的 x,y, c ∈ R其满足：

f(x+ y) = 3(x+ y) = 3x+ 3y = f(x) + f(y)

f(cx) = 3cx = cf(x)

24



线性变换的概念

定义 16 [Linear Transformation].
令 V 和W 实两个向量空间。一个函数 T : V −→ W被称作是一个线性变换，如果其满足
对任意的 v,w ∈ V和实数 c ∈ R:

T(v + w) = T(v) + T(w), T(cv) = cT(v)

术语说明！
在很多翻译当中，会将 V 6= W 的情况称为线性映射，而只有 V = W 的情况下称为线性
变换。我们的课件则不作这类区分，但当 V 6= W 时，我们会经常显示的表达出 V 和W。

引理 17.
1. T(0) = 0.

2. T(cv + dw) = cT(v) + dT(w).

3. T(c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1T(v1) + · · ·+ cnT(vn) 25



一些例子

1. 内积 (Inner Product)：固定一个向量 a = (1, 2, 3) ∈ R3，定义 Ta(v) = a · v。则 Ta 是
R3 → R上的线性变换。

2. 长度 (Length): 定义 T(v) = ‖v‖，则 T不是Rn → R上的线性变换。

3. 旋转 (Rotation)：定义 V上的映射:

T(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

则 T 是一个 V到 V上的线性变换，我们也称其为 V上的线性变换。
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利用矩阵定义线性变换
由上述旋转的例子可以看到，我们可以利用矩阵的乘法来定义一个线性变换。

引理 18.
令 A是一个m× n的矩阵，定义 TA : Rn −→ Rm 为：

TA(x) = Ax

则 TA 是一个 Rn 到 Rm 上的线性变换。

一个线性变换的前瞻性视角
事实上我们将说明，对于任何一个如下的线性变换：

T : V −→ W

其中 dim(V) = n, dim(W) = m，我们都可以将其理解成如下的线性变换：

TA : Rn −→ Rm
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基对线性变换的影响

我们还是先研究空间的基对线性变换的影响。

引理 19.
令 V和W是两个线性空间，并且 dim(V) = dim(W) = n。令 v1, · · · , vn 是 V的一组基，
则：

1. 令 T1, T2 : V −→ W是两个其上的线性变换，满足对任意的 i ∈ [n]都有：

T1(vi) = T2(vi)

则 T1 = T2。

2. 令 w1, · · · , wn 是W 中的一组基，则存在唯一的线性变换 T : V −→ W使得对任意
的 i ∈ [n]都有：

T(vi) = wi

这说明了，在给定的基下，线性变换是唯一确定的。
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引理19的证明

令 v ∈ V。由于 v1, · · · , vn 是 V的一组基，从而存在 c1, · · · , cn 使得：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn =
∑
i∈[n]

civi

从而我们有：

T1(v) = T1

∑
i∈[n]

civi

 =
∑
i∈[n]

ciT1(vi)

=
∑
i∈[n]

ciT2(vi) = T2

∑
i∈[n]

civi

 = T2(v)

另一方面，注意到 c1, · · · , cn 是唯一的，从而我们有：

T(v) =
∑
i∈[n]

ciwi

即 T 满足对任意的 i ∈ [n]，有 T(vi) = wi。
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系数向量 (一组基下的坐标)

令 V是一个 n维的向量空间，v1, · · · , vn 是 V的一组基，我们记作：

v = v1, · · · , vn

注意到，对于任意的 v ∈ V，存在唯一的c1, · · · , cn ∈ R使得：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn

定义其系数构成的向量 (coordinate vector)为：

(c1, · · · , cn) ∈ Rn

其被称作是在基 v下的坐标。
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回顾-向量空间 V = R+

回顾我们之前提过的一个很奇怪的向量空间：

V = R+ = {x ∈ R | x > 0}

我们定义了其上的加法 ⊕和数乘 ⊗:

x⊕ x ′ = x× x ′, c⊗ x = xc

由于 dim(V) = 1，我们可以选取如下的一组基：

v1 = 2

则对于任意的 x ∈ V，我们有唯一的 c ∈ R使得：

x = c⊗ v1 = 2c

即：c = log2 x是 x在基 v1 下的坐标。

31



坐标的表示也是线性变换

令 n维空间 V的一组基为 v，我们定义 Tv : V −→ Rn:

Tv(v) = (c1, · · · , cn)

这里 (c1, · · · , cn)是 v在基 v下的坐标。

定理 20.
Tv 是一个 V到 Rn 上的线性变换。并且 Tv 是一一对应的 (bijiective)。
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V = R+ 上的例子

V = R+ = {x ∈ R | x > 0}

我们定义了其上的加法 ⊕和数乘 ⊗:

x⊕ x ′ = x× x ′, c⊗ x = xc

由于 dim(V) = 1，我们可以选取如下的一组基：

v1 = 2

则对于任意的 x ∈ V, log2 x是其在基 v1 下的坐标。

下列映射：
x 7→ log2 x

是 R+ 到 R上的一一对应的线性变换。
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定理20的证明 (I)

我们只需证明：

1. 对任意的 u, v ∈ V有
Tv(u+ v) = Tv(u) + Tv(v)

2. 对任意的 v ∈ V和 c ∈ R有
Tv(cv) = cTv(v)

3. Tv 是一个双射：
◦ 满射 (Surjection)：对任意的 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，存在 v ∈ V使得 Tv(v) = (c1, · · · , cn)。
◦ 单射 (Injection)：对任意的 v, u ∈ V，如果 Tv(v) = Tv(u)，则 v = u。
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定理20的证明 (II)

令 v =
∑

i∈[n] civi, v
′ =

∑
i∈[n] c

′
ivi，则我们有：

Tv(v + v ′) = Tv

∑
i∈[n]

civi +
∑
i∈[n]

c ′
ivi


= Tv

∑
i∈[n]

(ci + c ′
i)vi


= (c1 + c ′

1, · · · , cn + c ′
n)

= (c1, · · · , cn) + (c ′
1, · · · , c ′

n)

= Tv

∑
i∈[n]

civi

+ Tv

∑
i∈[n]

c ′
ivi

 = Tv(v) + Tv(v
′)
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定理20的证明 (III)

令 v =
∑

i∈[n] civi 和 c ∈ R，则我们有：

Tv(cv) = Tv(c
∑
i∈[n]

civi)

= Tv

∑
i∈[n]

(cci)vi


= (cc1, · · · , ccn)

= c (c1, · · · , cn)

= cTv(
∑
i∈[n]

civi) = cTv(v)
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定理20的证明 (IV)

最后我们证明 Tv 是一个双射：

• 令 v, v ′ ∈ V满足：Tv(v) = Tv(v
′) = (c1, · · · , cn)，则我们有：

v =
∑
i∈[n]

civi = v ′

即 v = v ′。

• 令 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，则定义：

u = c1v1 + · · ·+ cnvn =
∑
i∈[n]

civi ∈ V

从而我们有：Tv(u) = (c1, · · · , cn).
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Tv 和 Tv ′

我们可以看到, Tv : V −→ Rn 的定义取决于基 v的选择：

v1, · · · , vn

如果我们选取不同的基 v和 v ′，Tv 和 Tv ′ 有什么关系？

例 21.
考察 R2,我们选取两组基：

v1 =

[
1

0

][
0

1

]
, v2 =

[
1

−1

][
1

1

]
,

则对于

[
2

3

]
来说，我们有：

Tv1
(

[
2

3

]
) =

[
2

3

]
, Tv2

(

[
2

3

]
) =

[
2.5

−0.5

]

事实上，我们将证明其中存在一个基变换矩阵M满足：Tv1
(v) = MTv2

(v). 38



一些矩阵表示 (I)

令 v1, · · · , vn ∈ V，A是一个 n×m的矩阵。则我们定义：[
u1 · · · un

]
=
[
v1 · · · vn

]
A

为满足：
ui =

∑
k∈n

A(k, i)vk

的m个 V中的元素 u1, · · · , um ∈ V。

说明

注意，这里的 ui, vi并不是列向量，而是 V 中的一个元素，从而
[
u1 · · · um

]
并不是矩

阵，我们使用相同的写法是因为可以证明其有类似的含义。
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一些矩阵表示 (II)

引理 22.
令 v1, · · · , vn ∈ V，A是 n×m的矩阵，B是m× l的矩阵，则我们有：[

v1 · · · vn

]
(AB) = (

[
v1 · · · vn

]
A)B

证明.定义：[
u1 · · · um

]
=
[
v1 · · · vn

]
A,

[
w1 · · · wl

]
= (
[
v1 · · · vn

]
A)B

则对于任意的 i ∈ [l]，我们有：

wi =
∑

k∈[m]

B(k, i)uk =
∑

k∈[m]

B(k, i)

∑
j∈[n]

A(j, k)vj

 =
∑
j∈[n]

 ∑
k∈[m]

A(j, k)B(k, i)

 vj

即：
(
[
v1 · · · vn

]
A)B =

[
w1 · · · wl

]
=
[
v1 · · · vn

]
(AB)

40



基变换-过度矩阵

令 v = v1, · · · , vn 是 V的一组基，则对于 v ∈ V我们有：

v =
[
v1 · · · vn

]
Tv(v)

引理 23.
令 v = v1, · · · , vn和 v ′ = v ′

1, · · · , v ′
n是 V 的两组基，则存在一个唯一的 n×n矩阵M满

足： [
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

定义 24 [Change of Basis].
上述M被称作基 v到 v ′ 的过渡矩阵。
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引理23的证明

由于 v1, · · · , vn 是 V的一组基，从而对于任意的 v ′
i，存在唯一的 ai1, · · · ,ain 使得：

v ′
i = ai1v1 + · · ·+ ainvn =

∑
k∈[n]

aikvk

即 (ai1, · · · ,ain) ∈ Rn 是 v ′
i 在基 v下的坐标。

定义下列矩阵：

M =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


则我们有： [

v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

M的唯一性由 v ′
i =

∑
k∈[n] aikvk 保证。
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M是可逆的

定理 25.
M是可逆的。

证明.由引理 23，存在唯一的 n× n的矩阵M ′ 满足：[
v1 · · · vn

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M ′

从而：[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M = (

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M ′)M =

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
(M ′M)

另一方面，我们有：
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
I，即 I也是 v ′ 到 v ′ 的过渡矩阵。根

据过渡矩阵的唯一性，我们有：
M ′M = I
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坐标变换公式 (I)

定理 26.
令 vn和 v ′ 是 V的两组基，则对于任意的 u ∈ V，我们有：

Tv(u) = MTv ′(u)

证明.注意到： [
v1 · · · vn

]
Tv(u) = u =

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
Tv ′(u)

=
([

v1 · · · vn

]
M
)
Tv ′(u)

=
[
v1 · · · vn

]
(MTv ′(u))

从而由 v1, · · · , vn 是线性无关的，我们有：

Tv(u) = MTv ′(u)
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坐标变换公式 (II)

给定 v ∈ V:

• 其在基 v下的坐标为: 
x1
...
xn


• 其在基 v ′ 下的坐标为: 

x ′
1

...
x ′
n


则 Tv(v) = MTv ′(v)告诉我们： 

x1
...
xn

 = M


x ′
1

...
x ′
n


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阶段总结

• 线性变换的基本概念。

• 利用坐标来表示向量空间的元素，线性变换 Tv.

• 利用矩阵来表示基变换下的不同坐标。
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线性变换的矩阵形式



利用矩阵表示线性变换 (I)

令 V和W是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m)特别的：

v = v1, · · · , vn 和 w = w1, · · · , wm

分别是 V和W的一组基。

定义 T : V −→ W是一个线性变换，这意味着对于 i ∈ [n], j ∈ [m]，存在 aij ∈ R使得：

T(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

T(v2) = a21w1 + · · ·+ a2mwm

...

T(vn) = am1w1 + · · ·+ anmwm
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利用矩阵表示线性变换 (II)

给定 v ∈ V，则存在 c1, · · · , cn ∈ R：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn

从而：
T(v) = T(c1v1 + · · ·+ cnvn)

= c1T(v1) + · · ·+ cnT(vn)

= c1(a11w1 + · · ·+ a1mwm) + · · ·+ cn(am1w1 + · · ·+ anmwm)

= (a11c1 + · · ·+ am1cn)w1 + · · ·+ (a1mc1 + · · ·+ anmcn)wm

=
∑
j∈[m]

∑
i∈[n]

ciaij

wj

即 T(v)在基 w下的坐标为：

(
∑
i∈[n]

ciai1, · · · ,
∑
i∈[n]

ciaim)
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利用矩阵表示线性变换 (III)

定义下列矩阵：

AT =


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anM


则 T(v)在基 w下的坐标为：

AT


c1
...
cn



定义 27.
AT 被称作线性变换 T 在基 v和 w下的矩阵。
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矩阵 AT 的性质

引理 28.
1. [

T(v1) · · · T(vn)
]
=
[
w1 · · · wm

]
AT

2. AT 是唯一的，即如果存在m× n的矩阵 B使得：[
T(v1) · · · T(vn)

]
=
[
w1 · · · wm

]
B

则我们有 B = AT。

证明.

1. 由 AT 的定义可直接得到。

2. 由 T(vj) =
∑

i∈[n] ajiwi 的唯一性可以得到。
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线性变换和矩阵乘法的关系

令 V和W是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m)特别的：

v = v1, · · · , vn 和 w = w1, · · · , wm

分别是 V和W的一组基。我们有：

定理 29.
令 v ∈ V和 w ∈ W。若 x ∈ Rn 是 v在基 v下的坐标，y ∈ Rm 是 T(v)在基 w下的坐标，
则我们有：

T(v) = w ⇐⇒ y = ATx

这说明，在给定的基下，线性变换可以用一个大小确定的矩阵来表示。
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定理29的证明

不妨令 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · ,yn)，从而：

v =
∑
i∈[n]

xivi, w =
∑
j∈[m]

yjwj

若 T(v) = w，则我们有：

T(v) = T

∑
i∈[n]

xivi

 =
∑
i∈[n]

xiT(vi)

=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
x1
...
xn

 =
[
T(v1) · · · T(vn)

]
x

=
[
w1 · · · wm

]
ATx =

[
w1 · · · wm

]
(ATx)

另一方面，注意到 w1, · · · , wn 是线性无关的：

w =
∑
j∈[m]

yjwj =
[
w1 · · · wm

]
y = (

[
w1 · · · wm

]
AT )x =

[
T(v1) · · · T(vn)

]
x
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ATAS 与线性变换的复合

令 U,V,W是三个向量空间，其基分别为 u, v, w。

引理 30.
令 S : U −→ V和 T : V −→ W是两个线性变换。

• 定义 TS : U −→ W为：
TS(u) = T(S(u))

则 TS是一个线性变换。

• 若 AS 和 AT 分别是 S和 T 在基 u, v和 v, w下的矩阵，则 ATS 是 TS在基 u,w下
的矩阵，则:

ATS = ATAS

即 ATAS 是 TS在基 u,w下的矩阵。
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一个例子-旋转的复合 (I)

考察 R2 上的旋转变换：
T : R2 −→ R2

其将向量逆时针旋转 θ角度，从而我们有：

T(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

我们使用如下的标准基：

e =

[
1

0

]
,

[
0

1

]
则:

AT =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
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一个例子-旋转的复合 (II)

现在考察 R2 上的两个旋转变换 (即令 U = V = W = R2)，令 S将向量逆时针旋转 θ角度，
T 将向量逆时针旋转 δ角度，即：

S(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v, T(v) =

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

]
v

从而：

TS(v) = T(S(v)) =

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

=

[
cos(θ+ δ) − sin(θ+ δ)

sin(θ+ δ) cos(θ+ δ)

]
v

而在标准基 e下我们有：

ATS =

[
cos(θ+ δ) − sin(θ+ δ)

sin(θ+ δ) cos(θ+ δ)

]
=

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
= ATAS
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引理30的证明

我们先证明 TS是一个线性变换。给定 u, u ′ ∈ U和 c ∈ R:

TS(u+ u ′) = T(S(u+ u ′)) = T(S(u) + S(u ′)) = T(S(u)) + T(S(u ′)) = TS(u) + TS(u ′)

TS(cu) = T(S(cu)) = T(cS(u)) = cT(S(u)) = cTS(u)

从而 TS是一个线性变换。

另一方面，令 TS(u)在 w下的坐标为 z，S(u)在 v下的坐标为 y，u在 u下的坐标为 x，则
我们有：

TS(u) = T(S(u)) =⇒ z = ATy

S(u) = S(u) =⇒ y = ASx

从而我们有：
z = ATASx

即：
ATS = ATAS
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目前为止对线性变换和矩阵的认知

令 V和W是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m)，特别的令其基分别为 v和 w。

• 我们定义了线性变换，特别的，V到W上所有的线性变换为如下的集合：

T(V,W) := {T | T : V −→ W是一个线性变换。}

通过合适的加法运算和数乘运算，T(V,W)是一个向量空间。

• 考虑所有的m× n的实矩阵：

Mm×n(R) = {A | A是一个m× n的实矩阵。}

• 令 T ∈ T(V,W)，AT ∈ Mm×n(R)存在且唯一，满足：

T(v) = w ⇐⇒ y = ATx

这其实说明了，在给定的基下，线性变换和矩阵是一一对应的。
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线性变换就是矩阵！(I)

定理 31.
下述映射：

T 7→ AT

是 T(V,W)到Mm×n(R)的一一映射。

证明. 令 T1, T2 ∈ T(V,W)，并且假设：

AT1
=


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anm

 , AT2
=


b11 · · · bn1

...
. . .

...
b1m · · · bnm


即：

T1(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

...

T1(vn) = an1w1 + · · ·+ anmwm

,

T2(v1) = b11w1 + · · ·+ b1mwm

...

T2(vn) = bn1w1 + · · ·+ bnmwm
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线性变换就是矩阵！(II)

定理31的证明续. 若 T1 6= T2，则存在 i ∈ [n]使得

T1(vi) 6= T2(vi)

从而 (ai1, · · · ,aim) 6= (bi1, · · · ,bim)，即 AT1
6= AT2

。从而映射 T 7→ AT 是单射。

另一方面，给定 A ∈ Mm×n(R)，定义：

ui = a11w1 + · · ·+ a1mwm

...

un = an1w1 + · · ·+ anmwm

定义 T : V −→ W满足对任意的 i ∈ [n]有 T(vi) = ui。则 T ∈ T(V,W)且 AT = A。即映射
T 7→ AT 是满射。
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不同基下的线性变换

可以看到 AT 是依赖选择的基的。如果选择不同的基会发生什么？

定理 32.
令 V是一个 n维的向量空间，v和 v ′ 是 V的两组基。考虑 V −→ V的一个线性变换 T，
令：

• M是 v到 v ′ 的过渡矩阵。

• A是在基 v下 T 对应的矩阵。

• B是在基 v ′ 下 T 对应的矩阵。

则我们有：
B = M−1AM

相似矩阵！
上述定理说明了，在同一个向量空间上不同基下的线性变换对应的矩阵是相似的。
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定理32的证明 (I)

M是 v到 v ′ 的过渡矩阵，从而：[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

M是可逆的，因此： [
v1 · · · vn

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M−1

由 A,B的定义我们有： [
T(v1) · · · T(vn)

]
=
[
v1 · · · vn

]
A[

T(v ′
1) · · · T(v ′

n)
]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
B

我们将先证明： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M
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定理32的证明 (II)

令：

M =


m11 · · · mn1

...
. . .

...
m1n · · · mnn


从而对任意的 i ∈ [n]，我们有：

v ′
i =

∑
j∈[n]

mijvj

从而：

T(v ′
i) = T

∑
j∈[n]

mijvj

 =
∑
j∈[n]

mijT(vj)

即：

[
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
m11 · · · mn1

...
. . .

...
m1n · · · mnn

 =
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M
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定理32的证明 (III)

从而我们有： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M

=
[
v1 · · · vn

]
AM

=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M−1AM

=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
(M−1AM)

注意到： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
B

由线性变换矩阵的唯一性可知：
B = M−1AM
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选择最好的基

我们知道基的选择会影响一个线性变换对应的矩阵。考察 n维空间 V上的一个线性变换，
令其一组基为 v = v1, · · · , vn. 若对于每一个 i ∈ [n]，都存在 λi ∈ R使得：

T(vi) = λivi

则我们有：

AT =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


与矩阵相类似，我们也称满足 T(vi) = λivi 的 λi 和 vi 为 T 上的特征值和特征向量。

若尔当标准型 (Jordan Form)
根据之前的学习，我们知道并不是所有矩阵都可以对角化。同样的，对于线性变换，我
们也不是所有的线性变换都可以找到一组特征向量作为基。但我们可以寻找尽可能接近
对角化的形式，这就是若尔当标准型 (Jordan Form)，但我们在这里不多叙述。。
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阶段总结

线性变换的矩阵形式
1. 在给定的基下，线性变换可以用一个唯一的矩阵来表示。

2. 线性变换的复合就是矩阵的乘积。

3. 在给定的基下，线性变换和矩阵是一一对应的。

4. 不同基下的线性变换对应的矩阵是相似的。
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线性变换的像和核



像的定义

本节我们固定两个向量空间 V和W，并且考虑 V到W上的一个线性变换 T。

定义 33 [像 (Image)].
T 的像 (Image)是：

Im(T) := {T(v) | v ∈ V}

V

W

T
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核的定义

定义 34 [核 (Kernel)].
T 的核 (Kernel)是：

Ker(T) := {v ∈ V | T(v) = 0}

V

W

T 0
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像和核的基本性质

引理 35.
令 V和W是两个向量空间，T : V −→ W是一个线性变换。则：

1. Im(T)是W的一个子空间。

2. Ker(T)是 V的一个子空间。
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矩阵 A和线性变换 TA

考虑一个m× n的矩阵 A:
TA(x) = Ax

是一个 Rn 到 Rm 上的线性变换。我们有：

Im(TA) = {TA(x) | x ∈ Rn)} = {Ax | x ∈ Rn} = C(A)

Ker(TA) = {x | TA(x) = 0} = {x ∈ Rn | Ax = 0} = N(A)

推论 36.
1. 线性变换 T 是单射当且仅当：

Ker(T) = {0}

2. 假设W是有限维的，线性变换 T 是满射当且仅当：

dim(Im(T)) = dim(W)
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Rank-Nullity定理

定理 37 [Rank-Nulity定理].
令 V和W是两个有限维的向量空间，T : V −→ W是一个线性变换。则：

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))

V

W

T 0

Ker(T)

Im(T)

推论 38.
令 A是m× n的矩阵，则：

n = dim(C(A)) + dim(N(A)) = rank(A) + dim(N(A))
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Rank-Nullity定理的证明 (I)

假设 V存在一组基 v = v1, · · · , vn，特别的 dim(V) = n。注意到：

Im(T) = span{T(v1), · · · , T(vn)}

从而 {T(v1), · · · , T(vn)}中的一组极大的线性无关的子集构成了 Im(T)的一组基。令其为：

w = w1, · · · , wm

从而 dim(Im(T)) = m，不妨令对于所有的 i ∈ [m]：

T(vi) = wi

否则我们重新排列 vi 的顺序。
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Rank-Nullity定理的证明 (II)

Ker(T)是 V的子空间，从而 Ker(T)存在一组基：

u1, · · · , up

其中 p ⩽ n。

我们下面证明：
v1, · · · , vm, u1, · · · , up是 V中的一组基。

若上述命题成立，则立马可以得到：

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))
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Rank-Nullity定理的证明 (III)

引理 39.
v1, · · · , vm, u1, · · · , up 是 V中的一组基。

证明. 令 v ∈ V，则 T(v) ∈ Im(T)，从而存在 x1, · · · , xn ∈ R使得：

T(v) =

m∑
i=1

xiwi =

m∑
i=1

xiT(vi) = T

(
m∑
i=1

xivi

)
从而：

T

(
v −

m∑
i=1

xivi

)
= 0 =⇒ v −

m∑
i=1

xivi ∈ Ker(T)

即：

v −

m∑
i=1

xivi ∈ span{u1, · · · , up} =⇒ v =

m∑
i=1

xivi +

p∑
i=1

yiui

从而我们有：

v ∈ span{v1, · · · , vm, u1, · · · , up} =⇒ V = span{v1, · · · , vm, u1, · · · , up}
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Rank-Nullity定理的证明 (IV)

引理的证明续. 我们还需要证明v1, · · · , vm, u1, · · · , up 是线性无关的。假设存在
x1, · · · , xm,y1, · · · ,yp ∈ R使得：

m∑
i=1

xivi +

p∑
i=1

yiui = 0

则：

0 = T

(
m∑
i=1

xivi +

p∑
i=1

yiui

)

=

m∑
i=1

xiT(vi) +

p∑
i=1

yiT(ui) =

m∑
i=1

xiT(vi) =

m∑
i=1

xiwi

由 w1, · · · , wm 是线性无关的，从而对任意的 i ∈ [m]都有 xi = 0，因此我们有：
p∑

i=1

yiui = 0

由 u1, · · · , uj 是线性无关的，我们也可以得到 y1 = · · · = yp = 0。从而
v1, · · · , vm, u1, · · · , up 是线性无关的。

76



一个应用

我们来展现一个 Rank-Nullity定理的应用。

令 A是一个m× n的矩阵，B是一个 n× l的矩阵。我们有：

rank(AB) ⩽ min{rank(A), rank(B)}

我们进一步将证明：
rank(A) + rank(B) ⩽ rank(AB) + n

一个简短但神秘的证明

rank(AB) + n = rank

([
AB O

O I

])
= rank

([
AB O

B I

])

= rank

([
O −A

B I

])
= rank

([
B I

O −A

])

= rank

([
B −I

O A

])
⩾ rank(A) + rank(B)
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从 Rank-Nullity定理角度的证明 (I)

由 Rank-Nullity定理我们有：

rank(A) + rank(B) ⩽ rank(AB) + n

等价于：
(n− dim(N(A))) + (l− dim(N(B))) ⩽ (l− dim(N(AB))) + n

即要证：
dim(N(A)) + dim(N(B)) ⩾ dim(N(AB))

更加清楚的直观
其实从上述式子可以看到，这个不等式是比较显然的，因为 N(AB)的维数显然不可能超
过 N(A)与 N(B)的维数之和。
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从 Rank-Nullity定理角度的证明 (II)

令 x ∈ Rl，则我们有：

x ∈ N(AB) ⇐⇒ ABx = 0 ⇐⇒ Bx ∈ N(A)

定义：
W = {Bx | x ∈ Rl, Bx ∈ N(A)} =⇒ W = C(B) ∩N(A) ⊆ Rn

从而W 是 N(A)的一个子空间。定义线性变换 T : N(AB) =⇒ Rn：

T(x) = Bx

从而我们有：
Im(T) = W

Ker(T) = {x ∈ N(AB) | Bx = 0} = N(B)

从而由 Rank-Nullity定理我们有：

dim(N(AB)) = dim(Im(T))+dim(Ker(T)) = dim(W)+dim(N(B)) ⩽ dim(N(A))+dim(N(B))
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阶段总结

• 线性变换的核与像，矩阵的零空间与列空间。

• Rank-Nullity定理。
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对偶性 (Duality)



线性泛函 (Linear Functional)

我们固定一个向量空间 V。我们考察其到 R上的线性映射

定义 40 [线性泛函].
一个 V上的泛函 L是一个线性映射 f : V −→ R，即：L ∈ T(V,R)。

例 41.
1. F : R3 =⇒ R：

F(x,y, z) = 4x− 5y+ 2z

是一个线性泛函。

2. 固定 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，定义 F : Rn =⇒ R:

F(x) =

n∑
i=1

cixi

是一个线性泛函。
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对偶空间

定义 42 [对偶空间 (Dual Space)].
V的对偶空间V ′是 V上所有线性泛函的集合。即：

V ′ = T(V,R)

引理 43.
V ′ 是一个向量空间。
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对偶基

我们先给出对偶基 (Dual Basis)的概念。

定义 44 [对偶基 (Dual Basis)].
令

v1, · · · , vn

是 V 中的一组基。则 v1, · · · , vn 的对偶基是如下的系列：

L1, · · · ,Ln

其中，Li 是 V 上的线性泛函，满足：

Li(vj) =

1 i = j

0 i 6= j
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对偶基是对偶空间的一组基 (I)

我们下面证明，我们给出的对偶基的概念，恰恰是对偶空间的一组基。

定理 45.
假设 V是有限维的，则 V ′ 中一组基的对偶基是 V ′ 的一组基。

推论 46.
dim(V) = dim(V ′)。

证明. 令 v1, · · · , vn 是 V的一组基，L1, · · · ,Ln 是其对偶基。假设存在 c1, · · · , cn ∈ R使得：

T = c1L1 + · · ·+ cnLn = 0

则对任意的 i ∈ [n]：

0 = T(vi) = (c1L1 + · · ·+ cnLn)(vi) = ciLi(vi) = ci

从而 c1 = · · · = cn = 0，即 L1, · · · ,Ln 是线性无关的。
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对偶基是对偶空间的一组基 (II)

证明续. 另一方面，考虑 T ∈ V ′ = T(V,R)，即 T 是一个 V到 R的线性映射。

对任意的 i ∈ [n]，令：
ci = T(vi)

则定义：
T ′ = c1L1 + · · ·+ cnLn

显然 T ′ ∈ T(V,R) = V ′，并且对任意的 i ∈ [n]：

T ′(vi) = ciLi(vi) = ci = T(vi)

即 T ′ = T，从而：
V ′ = span{L1, · · · ,Ln}
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对偶变换

令 V和W是两个向量空间。

定义 47 [对偶变换 (Dual Transformation)].
对于一个线性变换 T ∈ T(V,W)，定义其对偶变换 T ′ ∈ (W ′,V ′)：

T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V有 T ′(L)(v) = L(T(v))

我们要说明两件事：

1. 对任意的 L ∈ W ′，T ′(L)是 V ′ 上的线性泛函，即是 V到 R上的线性变换。

2. T ′ 是一个W ′ 到 V ′ 上的线性变换。
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T ′(L) ∈ V ′

注意到：
T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V有 T ′(L)(v) = L(T(v))

我们只需验证 T ′(L)是 V ′ 到 R上的线性变换即可。

• 向量加法：令 v1, v2 ∈ V，则：

T ′(L)(v1 + v2) = L(T(v1 + v2)) = L(T(v1) + T(v2))

= L(T(v1)) + L(T(v2)) = T ′(L)(v1) + T ′(L)(v2)

• 数乘：令 v ∈ V，c ∈ R，则：

T ′(L)(cv) = L(T(cv)) = L(cT(v)) = cL(T(v)) = cT ′(L)(v)
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T ′ ∈ T(W ′.V ′)

注意到：
T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V有 T ′(L)(v) = L(T(v))

• 向量加法：令 L1,L2 ∈ W ′ = T(W,R)，则对于任意的 v ∈ V:

T ′(L1 + L2)(v) = (L1 + L2)(T(v)) = L1(T(v)) + L2(T(v))

= T ′(L1)(v) + T ′(L2)(v)

即 T ′(L1 + L2) = T ′(L1) + T ′(L2).

• 数乘：令 L ∈ W ′ = T(W,R)，c ∈ R，则对于任意的 v ∈ V：

T ′(cL)(v) = (cL)(T(v)) = cL(T(v)) = cT ′(L)(v)

即 T ′(cL) = cT ′(L).
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转置矩阵与对偶变换

给定两个向量空间 V和W：

• 令 v = v1 · · · vn 是 V的一组基，Lv1, · · · ,Lvn 是其对偶基，也是 V ′ 的一组基。

• 令 w = w1 · · ·wm 是W的一组基，Lw1 , · · · ,Lwm 是其对偶基，也是W ′ 的一组基。

定理 48.
令 T ∈ T(V,W)并且AT 是 T 在基 v和 w下的矩阵。令AT ′ 是其对偶变换 T ′ ∈ T(W ′,V ′)

在基 Lw1 , · · · ,Lwm 和 Lv1, · · · ,Lvn 下的矩阵。则：

AT ′ = AT
T
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定理48的证明 (I)

记

AT =


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anm

, AT ′ =


b11 · · · bm1

...
. . .

...
b1n · · · bmn


即：

T(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

T(v2) = a21w1 + · · ·+ a2mwm

...

T(vn) = an1w1 + · · ·+ anmwm

,

T ′(Lw1 ) = b11L
v
1 + · · ·+ b1nL

v
n

T ′(Lw2 ) = b21L
v
1 + · · ·+ b2nL

v
n

...

T ′(Lwm) = bm1L
v
1 + · · ·+ bmnL

v
n
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定理48的证明 (II)

注意到对偶基的定义：

Lvi (vj) =

1 i = j

0 i 6= j

从而对于任意的 i ∈ [m], j ∈ [n]有：

T ′(Lwi )(vj) = (bi1L
v
1 + · · ·+ binL

v
n)(vj) = bijL

v
j (vj) = bij

另一方面，由定义可得：

T ′(Lwi )(vj) = Lwi (T(vj)) = Lwi (aj1w1 + · · ·+ ajmwm)

= aj1L
w
i (w1) + · · ·+ ajmLwi (wm)

= ajiL
w
i (wi) = aji

从而：
bij = T ′(Lwi )(vj) = aji
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零化子 (Annihilator)

现在我们来考虑一下对偶变换中的像与核。

定义 49 [零化子 (Annihilator)].
令 V是一个向量空间，U ⊆ V是其子空间。U的零化子，记作 U0，定义如下：

U0 = {L ∈ V ′ | L(u) = 0, ∀u ∈ U}

引理 50.
U0 是 V ′ 的一个子空间。
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U0 是子空间的证明

• 显然零函数 0 ∈ U0。

• 零 L1, L2 ∈ U0,则对任意的 u ∈ U，有：

(L1 + L2)(u) = L1(u) + L2(u) = 0+ 0 = 0

即 L1 + L2 ∈ U0。

• L ∈ U0，c ∈ R，则对任意的 u ∈ U，有：

(cL)(u) = cL(u) = c · 0 = 0

即 cL ∈ U0。
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零化子的维数
定理 51.
令 V是一个有限维的向量空间，U ⊆ V是其子空间。则：

dim(U) + dim(U0) = dim(V)

证明. 我们使用如下的包含映射 (Inclusion Linear Transformation)：Tincl : U −→ V：

对任意的 u ∈ U有Tincl(u) = u

则其对偶映射为 T ′
incl ∈ T(V ′,U ′)，则由 Rank-Nullity定理有：

dim(V ′) = dim(Im(T ′
incl)) + dim(Ker(T ′

incl))

我们将证明：
• Im(T ′

incl) = U ′。
• Ker(T ′

incl) = U0。
从而：

dim(V) = dim(V ′) = dim(U ′) + dim(U0) = dim(U) + dim(U0)
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Im(T ′
incl) = U ′

令 L ∈ U ′ = T(U,R)。注意到 V是有限维的，不妨令其一组基为；

v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn

注意到 U是 V的子空间，不妨进一步假设 v1, · · · , vm 是 U的一组基。我们定义
LV ∈ T(V,R)：

LV(vi) =

L(vi) i ∈ [m]

0 i ∈ [m+ 1,n]

则对任意的 u ∈ U有：

T ′
incl(LV)(u) = LV(Tincl(u)) = LV(u) = L(u)

这里最后一个等号是因为 u ∈ U可以写成：

u = u1v1 + · · ·+ umvm + 0vm+1 + · · ·+ 0vn

的形式，从而：
Im(T ′

incl) = U ′
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Ker(T ′
incl) = U0

对于 Ker(T ′
incl)有：

Ker(T ′
incl) = {L ∈ V ′ | Ker(T ′

incl)(L) = 0}

= {L ∈ V ′ |对任意的 u ∈ U有 T ′
incl(L)(u) = 0}

= {L ∈ V ′ |对任意的 u ∈ U有 L(Tincl(u)) = 0}

= {L ∈ V ′ |对任意的 u ∈ U有 L(u) = 0}

= U0
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对偶变换的核的性质

定理 52.
假设 V和W是有限维的向量空间，令 T ∈ T(V,W)，则：

1. Ker(T ′) = (Im(T))0。

2. dim(Ker(T ′)) = dim(Ker(T)) + dim(W) − dim(V)。

证明. 我们先利用第一个结论来证明第二个，注意到：

dim(Ker(T ′)) = dim((Im(T))0)

= dim(W) − dim(Im(T))

= dim(W) − (dim(V) − dim(Ker(T)))

= dim(Ker(T)) + dim(W) − dim(V)
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Ker(T ′) = (Im(T))0

• 令 L ∈ Ker(T ′)，即 T ′(L) = 0 ∈ V ′ = T(V,R)，也就是对任意的 v ∈ V有

T ′(L)(v) = L(T(v)) = 0

从而对于任意的 w ∈ Im(T)，我们都有 L(w) = 0，即 L ∈ (Im(T))0，即：

Ker(T ′) ⊆ (Im(T))0

• 另一方面，考察 L ∈ (Im(T))0，这意味着对任意的 w ∈ Im(T)都有

L(w) = 0

从而对任意的 u ∈ V：
T ′(L)(u) = L(T(u)) = 0

即：L ∈ Ker(T) ′，也就是(Im(T))0 ⊆ Ker(T ′)。
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对偶变换的像的性质

定理 53.
假设 V和W是有限维的向量空间，令 T ∈ T(V,W)，则：

1. dim(Im(T ′)) = dim(Im(T)).

2. Im(T ′) = (Ker(T))0。

证明.
1. dim(Im(T ′)) = dim(W ′) − dim(Ker(T ′)) = dim(W) − dim((Im(T))0) = dim(Im(T)).
2. 令 L ∈ Im(T ′) ⊆ V ′，则存在 Lw ∈ W ′ 使得：T ′(Lw) = L

注意到对任意的 u ∈ Ker(T)我们有：

L(u) = T ′(Lw)(u) = Lw(T(u)) = Lw(0) = 0

从而L ∈ (Ker(T))0，即 Im(T) ′ ⊆ (Ker(T))0，另一方面，我们有：

dim(Im(T) ′) = dim(Im(T)) = dim(V) − dim(Ker(T)) = dim((Ker(T))0)

从而Im(T) ′ = (Ker(T))0。
100



列秩与行秩相等的另一个证明

定理 54.
令 A是一个m× n的矩阵，则：row-rank(A) = column-rank(A).

证明.定义 T : Rn −→ Rm:
T(v) = Av

特别的，在标准基 e1, · · · , en 下的 T 的矩阵为 A。从而其对偶变换 T ′ 在对应的对偶基下的
矩阵为

AT

因此：

column-rank(A) = dim(C(A)) = dim(Im(T))

= dim(Im(T ′)) = dim(C(AT )) = column-rank(AT ) = row-rank(A)
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阶段总结

• 线性泛函的概念。

• 对偶空间、对偶基。

• 对偶变换，和转置矩阵的关系。

• 对偶变换的核与像的性质。
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